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Abstract
Linear Elasticity is a discipline that studies the elastic solids which generate a mechanical response in
linear elastic regime under external forces. In particular, is of special interest to study the stresses and
strains at any point of the solid, which is known as the elastic problem. In Elasticity it is necessary to
know the so-called state of stress in the differential environment of a point of the elastic solid, and also
the associated deformations.
To this end, in this paper we present the virtual laboratories TENSIONES and DEFORMACIONES,
made with the package Matlab c© through its graphical user interface (GUI). These two virtual labora-
tories can represent the states of stresses and strains at a point from user-entered variables, and are able
to obtain the values of the stresses and strains for any other direction. These applications are excellent
tools for teaching and learning the elastic problem in engineering degree courses.
La Elasticidad Lineal es una disciplina que estudia los so´lidos ela´sticos que, bajo fuerzas externas, gene-
ran una respuesta meca´nica en re´gimen ela´stico y lineal. En particular, es de especial intere´s el estudio
de las tensiones y las deformaciones en un punto cualquiera del so´lido, lo que se conoce como problema
ela´stico. En Elasticidad es necesario conocer el denominado estado tensional en el entorno diferencial de
un punto del so´lido ela´stico, as´ı como las deformaciones asociadas a las tensiones actuantes.
Con este fin, en el presente trabajo se presentan los laboratorios virtuales TENSIONES y DEFORMA-
CIONES, elaborados con el paquete Matlab c© a trave´s de su interfaz gra´fica de usuario (GUI). Estos
dos laboratorios virtuales permiten representar los estados de tensiones y deformaciones en un punto a
partir de unas variables introducidas por el usuario, pudiendo obtener tambie´n los valores de las tensiones
y deformaciones para cualquier otra direccio´n. Estas aplicaciones constituyen una excelente herramienta
de ensen˜anza y aprendizaje del problema ela´stico en las titulaciones de grado en ingenier´ıa.
Keywords: Tridimensional Stress States, Intrinsic Components, Principal Stress Directions, Principal Streins,
Cauchy’s Formula, Longitudinal Strains, Shearing Strains.
Palabras clave: Estados tensionales tridimensionales, Componentes intr´ınsecas, Tensiones y direcciones principa-
les, Deformaciones principales, Fo´rmula de Cauchy, Deformaciones longitudinales, Distorsiones angulares.
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1 Introduccio´n
Hoy en d´ıa el uso de las nuevas tecnolog´ıas va adquiriendo una mayor importancia en la
ensen˜anza de asignaturas de caracter te´cnico-cient´ıfico. Estos medios posibilitan una interaccio´n
y un ritmo de aprendizaje individuales, a la vez que generan de modo realista las situaciones
apropiadas sobre las que el estudiante puede actuar (Leo´n & Vizcarro, 1997). Actualmente, los
profesores disponen de muchas ma´s herramientas para planificar la docencia que la pizarra, las
trasparencias y los libros (Bartolome´, 2004). En particular, los laboratorios virtuales fomentan
un aprendizaje constructivista y pueden convertirse en una buena herramienta para la trans-
misio´n de conocimientos. Gracias a ellos, la propia experiencia del estudiante adquiere una gran
relevancia dada su interactividad al permitir permiten trabajar de manera sencilla con modelos
que representan feno´menos matema´ticos y f´ısicos. As´ı, el alumno puede llegar a comprender
ma´s fa´cilmente dichos modelos y, al aprender por cuenta propia, se fomenta su capacidad de
ana´lisis, el pensamiento cr´ıtico y la utilizacio´n de la tecnolog´ıa informa´tica (Va´zquez, 2009),
(Duffy & Jonassen, 1992).
La Meca´nica del So´lido Deformable, a diferencia de la Meca´nica del So´lido R´ıgido, estudia el
comportamiento de cuerpos que se deforman al ser sometidos a cargas exteriores. Estas defor-
maciones quedan materializadas en forma de movimientos relativos entre los puntos del cuerpo
y llevan asociadas la aparicio´n de fuerzas internas que en u´ltima instancia se traducen en defor-
maciones y tensiones, respectivamente. La determinacio´n de estas deformaciones y tensiones
en todo punto del so´lido constituye el objeto de la Elasticidad (Gere & Timoshenko, 1992),
(Popov, 2000), (Jime´nez et al., 2012). Esta materia es necesaria en los recorridos curriculares
relacionados con la Ingenier´ıa Civil o la Ingenier´ıa Meca´nica.
En el presente trabajo se presentan los laboratorios virtuales TENSIONES y DEFORMA-
CIONES que permiten obtener y representar el estado tensional en un punto a partir de unas
variables introducidas por el usuario. Los laboratorios virtuales, programados mediante el pro-
grama matema´tico multifuncio´n Matlab c© como una interfaz gra´fica de usuario GUI (Math-
works, 2008), (MathPic, (n.d.)) permiten representar el estado tensional en un punto, dibujar
y cuantificar las tensiones y las deformaciones que se originan e interpretar la influencia de las
mismas en el resultado final. No son necesarios conocimientos informa´ticos de programacio´n,
aunque s´ı lo son los concernientes a la materia Elasticidad. Sobre las GUI’s en general puede
consultarse la referencia (Depcik & Assanis, 2005).
2 Estado tensional en un punto un so´lido ela´stico
Si se considera un so´lido ela´stico en equilibrio esta´tico bajo una serie de fuerzas exteriores y
se le realiza un corte transversal, en cada uno de los puntos de la seccio´n de corte aparecera´n
una serie de fuerzas internas que son las que impiden que las dos partes del so´lido ela´stico se
separen.
Dado un elemento de seccio´n dA sometido a una fuerza dF, se define el vector tensio´n en un
punto P de una superficie cuyo vector normal es n como (Figura 1)
Tn = lim
dA→0
dF
dA
(1)
El vector tensio´n Tn proporciona informacio´n acerca de la distribucio´n de las fuerzas internas
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Figura 1: Concepto de tensio´n en un punto.
en cada punto de la seccio´n de corte, y especialmente su intensidad y direccionalidad. El
vector tensio´n depende del punto P del so´lido y del plano de corte pi caracterizado por su
vector normal n. Sin embargo, el vector tensio´n no proporciona directamente una informacio´n
u´til, pues los materiales responden de manera distinta a las fuerzas que tienden a separar las
superficies entre s´ı que a las fuerzas que tienden a que las superficies deslicen entre s´ı. Se hace
necesario representar la tensio´n en un punto de un so´lido ela´stico mediante sus dos proyecciones
fundamentales con respecto a la superficie: la tensio´n normal σn y la tensio´n tangencial τn.
2.1 Componentes intr´ınsecas del vector tensio´n
Para descomponer el vector Tn en sus dos componentes intr´ınsecas σn y τn, basta con operar
de la forma indicada en la Ecuacio´n (2). Dichas componentes son independientes del sistema
de referencia (Figura 2).
σn = Tn · n, τn =
√
Tn ·Tn − σ2n (2)
Figura 2: Componentes intr´ınsecas (normal y tangencial) del vector tensio´n.
2.2 Matriz de tensiones de Cauchy
En la mayor´ıa de las aplicaciones, la definicio´n del estado tensional en un punto a trave´s de
un vector es poco u´til, ya que existen infinitos planos de corte que pasan por el mismo, y en
consecuencia infinitos vectores tensio´n posibles. Ser´ıa deseable buscar una forma de caracterizar
el estado de tensiones con independencia del plano de corte, utilizando unos ejes coordenados
de referencia, para luego poder obtener las tensiones en un plano de corte particular (como por
ejemplo un plano de soldadura).
@MSEL ISSN 1988-3145
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Para ello, cada punto P del so´lido se caracteriza por un volumen diferencial formado por
un cubo de aristas diferenciales, pudiendo interpretarse cada una de las caras de dicho cubo
como un plano de corte en el entorno del punto, en cuyas caras aparecen las correspondientes
componentes intr´ınsecas σn y τn de los respectivos vectores tensio´n. De este modo, en cada
punto P , una vez escogidos unos ejes coordenados, se pueden agrupar las distintas componentes
en forma de una matriz
(
σ
)
que define el estado tensional de P y que incluye las componentes
de los tres vectores tensio´n anteriores. Dicha matriz se denomina matriz o tensor de tensiones
de Cauchy, y consta de 9 componentes independientes (Figura 3).
Figura 3: Estado tensional en el entorno de un punto y matriz de tensiones de Cauchy asociada.
2.3 Fo´rmula de Cauchy
Conocida la matriz de tensiones de Cauchy
(
σ
)
respecto de un sistema de referencia dado,
a trave´s de la Fo´rmula de Cauchy es posible obtener las componentes del vector tensio´n en
cualquier otro plano que no coincida con los planos coordenados utilizados para formar la matriz,
pudiendo obtenerse as´ı informacio´n del conjunto infinito de tensiones que pueden aparecer en
ese punto del so´lido ela´stico. Si se considera un elemento tetrae´drico diferencial en el entorno
de un punto del so´lido ela´stico y se estudia el equilibrio del mismo, puede obtenerse el vector
tensio´n Tn sobre la superficie ds, cuyo vector normal es n = (cosα, cos β, cos γ) (Figura 4)
Tn =
(
σn
)T · n, obien
T nxT ny
T nz
 =
σx τyx τzxτxy σy τzy
τxz τyz σz
cosαcos β
cos γ
 (3)
Figura 4: Vector tensio´n Tn sobre un elemento tridimensional con un plano inclinado.
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2.4 Tensiones y direcciones principales
La matriz de tensiones es siempre sime´trica y real, luego es diagonalizable. Los 3 autovalores
de
(
σ
)
son σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 , tambie´n nu´meros reales e independientes del sistema de referencia
empleado, y se denominan tensiones principales. Los correspondientes autovectores (u1,u2,u3)
son las direcciones principales. F´ısicamente, los valores propios acotan los valores de las com-
ponentes intr´ınsecas normales de los infinitos vectores tensio´n en un punto, mientras que las
direcciones principales representan los planos de corte en los cuales no existen tensiones tan-
genciales. Se insiste en el hecho de que los materiales no presentan el mismo comportamiento
bajo tensiones normales que bajo tensiones tangenciales.
3 Deformaciones y movimientos
Cuando se aplican fuerzas sobre un so´lido ela´stico este se deforma y, como consecuencia de ello,
se generan tensiones en cada punto (Seccio´n 2.2). La deformacio´n del so´lido esta´ relacionada
con el movimiento relativo de sus puntos. Cuando se deforma un so´lido ela´stico, el movimiento
de cada uno de sus puntos se define por la variacio´n de sus coordenadas, denomina´ndose habi-
tualmente (u,v,w) a los movimientos de un punto en las direcciones (x,y, z) respectivamente.
Si se considera un so´lido ela´stico y se estudia la meca´nica de los desplazamientos y deformaciones
que experimenta un entorno diferencial de lados paralelos situado en el punto P se observa
la transformacio´n sufrida por dicho elemento diferencial puede considerarse como suma de 4
fases independientes, pero simulta´neas: traslacio´n de so´lido r´ıgido, rotacio´n de so´lido r´ıgido,
deformacio´n longitudinal (de las aristas del elemento) y deformacio´n angular (de los a´ngulos
que forman dichas aristas). Las dos primeras fases corresponden a movimientos de so´lido r´ıgido
que no implican tensiones ni deformaciones del elemento, mientras que las dos deformaciones
son producidas respectivamente por las tensiones normales y las tensiones tangenciales.
4 Matriz de deformaciones de Cauchy
En Elasticidad son conocidas las relaciones entre deformaciones longitudinales y deformaciones
angulares con los movimientos de los puntos de un so´lido. En un so´lido ela´stico, los movimientos
(u,v,w) de un punto P permiten definir la matriz de deformaciones de Cauchy
(
ε
)
:
(
ε
)
=
 εx
1
2
γxy
1
2
γxz
1
2
γyx εy
1
2
γyz
1
2
γzx
1
2
γzy εz
 =

∂u
∂x
1
2
(
∂u
∂y
+ ∂v
∂x
)
1
2
(
∂u
∂z
+ ∂w
∂x
)
1
2
(
∂v
∂x
+ ∂u
∂y
)
∂v
∂y
1
2
(
∂v
∂z
+ ∂w
∂y
)
1
2
(
∂w
∂x
+ ∂u
∂z
)
1
2
(
∂w
∂y
+ ∂v
∂z
)
∂w
∂z
 (4)
La matriz de deformaciones
(
ε
)
es sime´trica, luego tambie´n se puede hablar de deformaciones
principales ε1 ≥ ε2 ≥ ε3 y de las correspondientes direcciones principales de deformacio´n
(u1,u2,u3). En medios continuos homoge´neos e iso´tropos las direcciones principales de ten-
siones y deformaciones coinciden. Conocida
(
ε
)
en un punto P , a partir de la fo´rmula de
Cauchy, puede obtenerse el vector deformacio´n dn, correspondiente a un plano caracterizado
por su vector normal exterior n (Figura 5)
dn =
(
ε
) · n (5)
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Figura 5: Componentes intr´ınsecas del vector deformacio´n dn.
El vector deformacio´n tiene asimismo dos componentes intr´ınsecas: la componente normal εn
representa la deformacio´n longitudinal en esa direccio´n, mientras que la componente transversal
1
2
γn, representa la deformacio´n angular.
5 Leyes de Hooke generalizadas
Las Leyes de Hooke generalizadas relacionan las componentes de las matrices de tensiones
(
σ
)
y de deformaciones
(
ε
)
, asumiendo para ello un comportamiento lineal para el material. Si se
considera el estado tensional tridimensional de la Figura 6, las Leyes de Hooke generalizadas se
escriben de la forma (6), donde (E,G, ν) son las denominadas constantes ela´sticas del material
que caracterizan su comportamiento ela´stico, y se obtienen a trave´s de ensayos.

εx =
1
E
(
σx − ν · (σy + σz)
)
, γxy =
τxy
G
εy =
1
E
(
σy − ν · (σx + σz)
)
, γxz =
τxz
G
εz =
1
E
(
σz − ν · (σy + σx)
)
, γyz =
τyz
G
(6)
Figura 6: Estado tridimensional de tensiones.
En un material iso´tropo, las tensiones tangenciales τij no intervienen en las deformaciones
producidas por las tensiones normales σi. Ana´logamente, las deformaciones normales εi no
dependen de las tensiones tangenciales τij.
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6 Descripcio´n de los laboratorios virtuales tensiones y deforma-
ciones
Los laboratorios virtuales Tensiones y Deformaciones que se presentan esta´n desarrollados como
una GUI de Matlab c©, siendo fa´cilmente implementables como una aplicacio´n web interactiva
que no requiere ni el paquete Matlab c© ni conocimientos espec´ıficos de programacio´n con su
co´digo propio.
Los laboratorios virtuales muestran informacio´n gra´fica y nume´rica referida al estado tensional
inicial, el estado de deformaciones producido por estas tensiones y los estados de tensiones y
deformaciones principales. Los para´metros de entrada son las componentes de la matriz de
tensiones de Cauchy en las direcciones (x,y, z), el vector n perpendicular a una superficie
inclinada dada y, en el caso del laboratorio Deformaciones, tambie´n las constantes ela´sticas E
y ν.
Los laboratorios virtuales presentan una salida gra´fica que resulta de gran utilidad, permitiendo
representar diversas opciones que se seleccionan mediante un sencillo menu´ desplegable. En
ambos laboratorios virtuales y para cualquiera de las opciones, el usuario puede rotar todas las
ima´genes situa´ndose sobre las figuras, manejando simplemente el rato´n.
Figura 7: Resultados del laboratorio virtual TENSIONES: opcio´n “Tensiones principales”.
El laboratorio virtual TENSIONES muestra los siguientes para´metros de salida: tensiones y
direcciones principales, planos de tensio´n tangencial ma´xima y tensio´n equivalente de Von Mises
σqe,V M . En las Figuras 7, 8 y 9 se muestran las opciones del laboratorio virtual TENSIONES.
Por su parte, en el laboratorio virtual DEFORMACIONES se presentan: la deformacio´n del
elemento referida a los ejes (x,y, z), las direcciones principales de las deformaciones y sus
valores, as´ı como el aspecto deformado del elemento diferencial referido a los ejes principales.
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Figura 8: Resultados del laboratorio virtual TENSIONES: opcio´n “Vector tensio´n”.
Figura 9: Resultados del laboratorio virtual TENSIONES: opcio´n “Planos tensio´n tangencial ma´x.”.
Tambie´n puede mostrarse el vector deformacio´n dn y sus componentes intr´ınsecas en un punto
P de la superficie inclinada, caracterizada por el vector n (Figuras 10 y 11).
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Figura 10: Resultados del laboratorio virtual DEFORMACIONES opcio´n “Deformaciones principales”.
Figura 11: Resultados del laboratorio virtual DEFORMACIONES opcio´n “Vector deformacio´n”.
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7 Conclusiones
El uso de los laboratorios virtuales TENSIONES y DEFORMACIONES permite, adema´s de
obtener los resultados nume´ricos correspondientes que el alumno, de forma tradicional, puede
calcular anal´ıticamente, presentar de una manera gra´fica muy clara todos los conceptos intro-
ducidos en Elasticidad, contribuyendo a una mejor compresio´n de los conocimientos. El interfaz
gra´fico creado, sencillo pero eficaz, traslada a ima´genes conceptos cuyo grado de abstraccio´n
dificulta su asimilacio´n. De acuerdo con algunos estudios (Logatt, n.d.), las ima´genes son el
mecanismo ma´s eficiente y completo de transmitir informacio´n sobre un est´ımulo determinado
dado que el sentido de la vista es el sentido ma´s importante con el que los humanos se conectan
al mundo exterior. Estos estudios revelaron que las personas pod´ıan recordar ima´genes incluso
un an˜o despue´s con un elevado grado de precisio´n.
Los laboratorios virtuales creados son u´tiles desde el punto de vista docente en asignaturas
relacionadas con ca´lculo y dimensionado de elementos estructurales. De este modo, se cubre
un gran abanico de materias relacionadas con las disciplinas de Elasticidad, Resistencia de
Materiales, Ca´lculo de Estructuras o Meca´nica de Suelos.
Los laboratorios virtuales TENSIONES y DEFORMACIONES se encuentran disponibles para
su libre utilizacio´n en el repositorio institucional RIUNET de la Universitat Pol´ıte´cnica de
Vale`ncia (Jime´nez et al., 2013). Para su utilizacio´n no son necesarios otros paquetes de software
comercial, de elevado coste. Como ventajas adicionales, cabe citar su fa´cil manejo –al no
requerir el usuario conocimientos especializados de Matlab c©– y el uso de la misma notacio´n
y metodolog´ıa de trabajo que en el aula.
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